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Ismétlés
Linearis egyenletek - SVD felbontds (1)

» Linedris egyenletek: y = f(x) = Ax Ae Cmxn

» Minden Ay matrixra létezik egy an. SVD (Singular Value
Decomposition) felbontds

H
Avisxn = UpnsmEmxnVinsn

» U és V unitér (valds esetben ortogonilis) matrixok (UUM = UHU = I
és VVH = vHv =)

> matrixban a féatléban nemnegativ valés szamok taldlhatok, méshol
nulla

v

> A f84tl6 elemeit hivjuk szinguldris értékeknek (o)
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Ismétlés
Linedris egyenletek - SVD felbontds (2)

» Nem négyzetes esetben tételezziik fel, hogy A= UDV T az SVD
felbontds szerint

» Minimalizéljuk a ||Ax — y|| kifejezést!
IAx —y|| = [|[UDV Tx —y|| = [ DVTx — UTy]|

> Legyeny’ = UTy és x' = VTxl

» Ekkor a ||Dx" —y'|| kifejezést kell minimalizdlnunk

X U S vT
T11 T12 - Tin
U1 ... Ulp s 0 V1] ... Vln
To1 T2 0
Um1 Umr . S Ur1 Vrn
Tml Tmn mxr rXn
mxmn TXT
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Bevezetés

Vizudlis helymeghatdrozas |épései

> Feltérképezés:
» referencia képek készitése, tartézkodasi hely (C) és orientdcié (R)
rogzitése
» Megalkotni minden referencia képhez a P, referencia kamera matrixot.
> A kamerdk belsé paramétereit (K matrix) szdmitdssal vagy
kalibraciéval meg kell hatarozni

v

A tesztkép Gsszehasonlitdsa referencia képekkel (valamely pérositd
algoritmussal), megkeresni a legjobb pért

v

Osszetartozd pontpdrok kinyerése, ezek alapjan kamera reldciét leir
(fundamentilis) matrix meghatdrozdsa

v

Ebbdl relativ hely és orienticié meghatarozasa

v

Optimalizalas, 3d triangulacid, térépités
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Bevezetés

Kétnézetes geometria
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A projektiv geometria alapjai

» Az n dimenzids projektiv geometria n dimenzids pontokat n+ 1
dimenzidban ir le.
> Pontok leirdsa
» 7 x3 = 1 egy sikot definidl, mely x;-x» sikkal parhuzamos
> Tetszbleges sikon taldlhatd x pont leirhaté az O és x pontokon dtmend
egyenes egyenletével:

ax+by+c=0

» Az egyenes paraméterei: a, b, ¢

1
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A projektiv geometria alapjai
Projektiv tér

» Egyenes konstansal val6 szorzassal nem valtozik:
(a, b, ¢) > (ka, kb, kc), k # 0

» x = (x,y) pont akkor van az egyenesen, ha teljesiti:

a
[xyl]sz
c

> (kx, ky, k) ugyanazt azt az x sikbeli pontot jeldli — pont homogén
koordinatdja
» Egy éltaldnos x = (x1, x2, x3) pont a sik (x1/x3,x2/x3) pontjanak felel

meg
P2 két dimenzids projektiv tér R3 — (0,0, 0) felett (valds
szdmharmasok kivéve a nullvektor)

v
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A projektiv geometria alapjai

Projektiv geometria tulajdonsdgai

» Két egyenes /, I’ metszéspontja
x=1Ix1"=[l

» Hiszen I(I x I")=1(I xI')=0
» | x " a két vektor vektoridlis szorzata

Uk a, a;| |ax a| |a
axb=ax ay aZ:(by bz’bx bz,bx
by by b, y z X z x
» [/]x a vektoridlis szorzas matrix alakban
0 —a, a
[a]x = | a2 0 —ay

—a, ax 0
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A projektiv geometria alapjai
Projektiv geometria tulajdonsdgai
» Két parhuzamos egyenes
I:(a,b,c) [I':(a,b,c)

» Metszéspontjuk:
I xI'=(c —c)(b,—a,0)7

» Atvéltva normal koordinatskra (d = (¢’ — ¢))
I xI"=d(b/0,—a/0)"

» A pont koordinatdi végtelen nagyok — projektiv térben a
parhuzamosak a végtelenben taldlkoznak!
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Vetités

\ principa axis

image plane

» Van egy X(x,y, z) pontunk a térben és egy f paraméter(i kamerank a
C pontban, mely Z tengely felé néz

» Hol latszik X vetiilete a kamerankon (x', y’)?

!
> Egyszerli ardny: £ =% — y/ = %y

NIR N <

» Ugyanigy: x' =
(x,y,2)" = (/2. fy/2)7
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Vetités
» Kamera sikjara vald vetités:

1 5 1
V4 V4 zZ z

v

Mivel az osztds miiveletét nem tudjuk felirni matrix alakban, ezért
bevezették a homogén koordinatakat

v

A hanyados egy jabb koordinéta

/

x ] [f o] |”
e el = fF o 2
1 z 10 1

v

Masképpen P = diag(f,f,1)[/|0]

Ahol P métrix az un. vetitési (projekciés) matrix

v
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Kamera bels6 paraméterei

v

v

v

v

v

fOéX 0 X0
K=1]0 fa,
0 0 1

> X, Yo a kamera origdja

» K matrixot a kamera belso
(intrinsic) paramétereinek hivjuk

ay =ry/dy, a,=r,/d, [pixel/mm]

yo [

Y

A valdésagban f-et valamilyen fizikai mértékben adjdk meg (pl. mm)
A képfeldolgozas soran pixel koordinata rendszerben dolgozunk
f-et at kell transzformalalni pixel koordinatarendszerbe

r = (rx, ry) a szenzor felbontdsa, d = (dx, dy) a szenzor mérete [mm]
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Kamera kiuls6 paraméterei

v

A kamera a térben nem feltétleniil a z koordindtatengely iranydba néz

v

Ezt egy R forgatdsi matrixszal és egy C kozépponttal (eltolas)
jellemezhetjiik

v

A megfelel kiils6 transzformdciét (extrinsic parameters) a
kovetkez6képp kapjuk:

R —RC
Pex - |:0 1 }

v

A kils6 és belsé paraméter matrixok szorzata adja a teljes P kamera
matrixot:
P = K[R| — RC] = KR[l| — C]
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Kamera transzformacidja

» Kamera projekcié egyenlete:

P = K[R| — RC] = KRJ[I| - C]

> Lépések: P “
1. Eltolds — x' = (x — C) vz .
2. Forgatds — x”” = (Rx') P N o
3. Vetités — x”' = (Kx") v
X
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Bevezetés

Epipoldris geometria

» Epipoldris: kétnézetes

epipolar plane 7T

X

» Egy térbeli pont, és két vetitett képe kozott milyen Osszefliggés van
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Epipolaris geometria
Fogalmak

o X

epipolar plane ‘rc

» Két kamera C és C’ kozépponttal

> X térbeli pont képe a két kameran
rendre x és x’

» C, C', x, X' és X pontok egy un. /
epipolaris sikra esnek ¢

» A C és C’ pontot dsszekotd egyenest
a/apegyenesnek hivjuk, a képsikokat e
és €’ pontban metszik (epipdlus)

» Az e és x pontok az / ep/po/ar/s
egyenesre esnek, ahogy €’ és x’ az I
epipolaris egyenesre.

basehne

Plész Séndor (BME TMIT) Navigacids szolgéltatasok és alkalmazasok 2015 17 / 37



Epipolaris geometria
Epipolaris egyenlet

> Tudjuk, hogy PX = x, amibdl X-et
meghatadrozhatjuk a kov. egyenlet wlarpne T\
megoldasaval:

X
]

X(\) = Ptx 4+ \C

» PT a P mitrix pszeudoinverze (PP* =)

» C a kamera kozéppont, (P nullvektora,
hiszen PC = 0)

» A megoldds egy egyenes, két kiemelt pont P*x (A =0) és C
(A =inf)

» Ezen pontok képei a 2. kamerdn: P'P*x és P'C = ¢
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Epipolaris geometria

Fundamentalis matrix

v

Az el6zéek alapjan:

I'=(P'C)x (P'P"x) =€ x (P'PTx) = [¢']«(P'PTx) = Fx

v

[€']x az €' vektorral torténd keresztszorzatot jelenté matrix

v

Az F matrixot fundamentalis matrixnak nevezzik

v

F kapcsolatot ad a két nézet kozott, egy adott nézetben levetittet
ponthoz hozzarendel a masik nézetben egy egyenest.

v

Mivel az x’ pont az /" egyenesen fekszik, ezért minden x és x’ pont
kozott fennall
xX'TFx =0
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Epipolaris geometria

Fundamentalis matrix

»

>

F rangja 2, és 7 szabadsagfokkal bir

Barmely két nézetet leirhatunk egy F matrixal, Ggy, hogy a vetitett
pontparokra érvényes az el6z6 egyenlet

Barmely két kamerahoz egyértelmiien tartozik egy fundamentalis
matrix, de forditva nem feltétleniil igaz!

Minden kamerapdrhoz, amelyek csak egy projektiv transzformaciéban
kilonboznek ugyanaz a fundamentalis matrix tartozik
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Epipolaris geometria

Esszencidlis matrix

» Legyen P = K[R| — RC] = KR[I| — C] form4ju
» Vezessiik be minden x pontra az n. normalizdlt & = K~ 1x
koordinatakat

» Beldthatd, hogy minden X <+ X’ pontparra igaz:
KTEX=0
» Az E matrixot esszencidlis matrixnak hivjuk, és:
E=KTFK = [t]«xR.
» Amennyiben a két kameramatrix felépitése P = K|[I|0] és

P = K[R|t].
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Epipolaris geometria

Esszencidlis matrix

» E matrix szabadsigfoka 5 — tobb megszoritds vonatkozik rd, mint a
fundamentalis matrixra

> Beldthatd, hogy amennyiben egy kameramatrixhoz tartozé
esszencialis matrix ismert, akkor abbdl a kamera matrixokra négy
megoldds taldlhaté.

» Ebbdl a négy megoldasbdl kisziirheté az az egy, amelyik szerint az X
pontok mind a kamerdk nézeti irdnydban (s nem a kamerdak mogott)
taldlhatdk.

» A pontos megoldasi médszer az SVD (Singular Value Decomposition)
felbontason alapul
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Fundamentalis matrix meghatarozasa

> Két kiilonbozé kamerdval, kiilonboz6 helyrdl rogzitett képek megfeleld
x <> x' képpontpdrjai kozott a kov. epipoldris megkotés All fenn:

X/TF3X3X =0

> F3y3 a szinguldris fundamentdlis matrix (rangja 2).
> Meghatdrozésa:

» Kezdeti becslés
» Hiba felirdsa
» Koltségfuggvény optimalizalas
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Fundamentalis matrix meghatarozasa
Koltségfiiggvény

v

Szimmetrikus epipoldris hiba koltségfiiggvény

v

Tudjuk, hogy az egyik képen az x ponthoz a masik képen egy |
egyenes tartozik, amelyekre:

I' = Fx

v

Hasonléan az x’ pontokra:
I=FTx (1)

» A szimmetrikus epipoldris hiba igy az egyenesek és pontok tavolsagat
osszegzi:
> d(x, Fxi)? + d(xi, FTx})? (2)
i

» ahol d(x,y) az y egyenes és a x pont euklideszi tavolsagat jelenti.
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Fundamentalis matrix meghatarozasa

Becslés

» Ha a mért képpontok normilis eloszlasu zajjal terheltek alkalmazhaté
a maximum likelihood (ML) becslés

> Zajjal terhelt pontpdroknak megfelelé X; <> X: pontparok kielégitik:
~T
X Fx;=0

> A reprojekcios hiba koltségfiiggvény:

Z:d(x,',)’i,')2 + d(X;-,)I(\',')2 (3)
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Fundamentalis matrix meghatarozasa

8 pontos mddszer

v

x'T F3,3x = 0 egyenlet az F linedris fiiggvénye

» F matrixra linedris egyenletrendszer irhaté fel, pontonként egy
egyenlettel
> Legyen x; = (x,y,1) és x; = (x, ¥/, 1), ekkor V(x;, x})-re:
X'xfi1 4 X' yhia + x'fizs + y'xb1 + y'yfo + y'foz + xfa1 4 yha + f33 = 0
> Legyen f7 = (fi1, fi2, i3, o1, Fa2, F23, 31, f32, f33)
XX Xyt X yixa oy oy oxa oy 1
Af = : : : : : oo b f=0
! ! / ! ! !
Xan Xn.yn Xn .yan .ynyn yn Xn yn 1
» F nem feltétleniil lesz szingularis!
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Fundamentalis matrix meghatarozasa

8 pontos mddszer

» Legtobbszor tobb mint 8 pontunk van

> Legkisebb négyzetes megoldds elve: legkisebb szingularitdshoz tartozé
szingularis vektor

» Ha A SVD felbontdsa A = UDV'T, akkor a megoldas V., amennyiben

1
g; = mkin Ok
» F szingularis felbontdsa F = Udiag(r,s,0)V T formaju, hiszen a
rangja 2
» Célszerii F = Udiag(r,s,t)V T helyett az F' = Udiag(r,s,0)V T
matrix hasznalata
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Fundamentalis matrix meghatarozasa

7 pontos mddszer

\4

F fundamentidlis matrix szabadsdgi foka 7

v

A matrix 9 oszloppal rendelkezik, ha 7 pontbdl épitjiik fel magtere két
dimenzids lesz

v

Legyen e kétdimenzids térnek a bazisa f1 és fy, amelyeket az A matrix
SVD felbontasabdl kaphatunk

F=FH+akf (4)

» F matrix az Af = 0 homogén egyenletnek megfelelé6 matrix, o
ismeretlen szorzé. A kov. egyenletet kell megoldani:

det(F1 + OéF2) =0 (5)

» Ez mar zart alakban megolhatd!

v

Elénye: 7 pont elég, és F szingularis lesz
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Fundamentalis matrix meghatarozasa

Optimalis megoldas

v

Kezdeti becslésre j6 a normalizalt 8 pontos és 7 pontos algoritmus

v

ML becsléshez reprojekcids hiba koltségfliggvény minimalizéldsa kell
> A legkézenfekvébb megoldas a tér projektiv rekonstrukcidja

» F-nek megfeleld6 P és P’ kameramdtrixok meghatarozasa
» Pontok triangulacidja
» Optimalizicié

v

Segitségével a kamerdk relativ helye meghatarozhaté — skalazas
erejéig
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Esszencidlis matrix meghatarozasa

» Ha F megvan — E = KTFK
» Ha P = K[/|0] — P’ = K[R|t] hogy kapjuk meg?
> Legyen az esszencialis matrix SVD felbontdsa E = Udiag(1,1,0)V .
Definidljuk:
0 -1 0 0 10
W=11 0 0 Z=|-1 0 0
0 0 1 0 00

v

Ha P = K|/|0], akkor P’ kameramatrixra négy megoldas adédik:

Pl =[UMWVT +us]  Py=[UWTVT us]
Py=[UWVT —us]  Pp=[UWTVT —uj]

» Csak egy megoldas helyes (pontok mindkét kamera el6tt)
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Triangulacié

Bevezetés
» Legyen P és P’ a két kamera matrixunk
» Legyen X térbeli pont, mely képe x = PX és x' = P'X
» A trianguldcié ennek megforditdsa, tehat ismerve x <+ x’ pontparokat,
melyik az az X pont, amelyre x = PX és x' = P'X?
» A feladat a kovetkezd 7 triangulacié megtaldlasa:
X =7(x,x,P, P
» Csak zajmentes esetben lenne egyértelmil
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Triangulacié

Zaj szemléltetése

I =Fx/ o X

image 1
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Triangulacié
Egyenletek

» A kovetkezé egyenleteket irhatjuk fel:

x X (PX) =

0
X' x (P'X) =0

> Az elsé egyenletet felbonthatjuk az aldbbi formaban (p'” a P matrix

i~dik sorat jeldli)

> Linedris egyenletrendszer
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Triangulacié
Megoldas

» A masik keresztszorzatot hasonléan felbontva Osszesen hat egyenletet
kapunk, amelyeket osszevonhatunk AX = 0 alakra

r Xp3T _ p1T 7
yp3T p2T
P L
xp>l—p
y/p/3T _ p/2T
_X/p/2T _ pllT_

» Megolddsa a legkisebb négyzetes hiba minimalizdldsaval (a legkisebb
szinguldris értékhez tartozé szinguldris vektor)

» A métrix szinguldris felbontasival (SVD) kaphatjuk meg
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Optimalizacié

> a X; <> X: pontparok ismeretében az X; hdrom dimenziés pontok
meghatdrozhatdk triangulacidval

> A feladat innentdl a kovetkezd egyenletrendszer reprojekcids hibdjanak
nemlinedris optimalizicidja X; és P’ figgvényében:
X; = PX,'

x; = P'X; (©)

» Osszesen 3n + 12 véltozs, ahol n a 3d pontparok szama (ritka
Levenberg-Marquardt minimalizacid)
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Térmodell
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