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Bevezetés

A feladat megfogalmazása

I Az alapvető feladat
I Az abszolút, vagy relatív hely, valamint
I Orientáció meghatározása

I Látott képi elemek alapján
I Képi elemek felismerése
I Leképzés modellezése
I A modell alapján a hely és orientáció meghatározása
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Bevezetés

Szabadsági fok

DoF (Degree of Freedom)

I Tetszőleges mozgás, 6 DoF
I 3 transzlációs
I 3 rotációs (Roll, Pitch, Yaw)

I Korlátozott mozgás
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Bevezetés

Funkcionális elemek áttekintése

I Jellemző felismerés (Feature Detection)
I Jellemző kinyerés, leírás (Feature Extraction, Description)
I Jellemző párosítás, követés (Feature Matching, Tracking)
I Hely, helyzet meghatározás (Pose Estimation)

I A meghatározás során használhatja a térkép adatbázist
I Térépítés (Map Building, Feature Registration)

I Eredménye a térkép folyamatos fejlesztése

I Hurok keresés (Loop Closing)
I Optimalizáció (Optimization)
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Bevezetés

Kapcsolódó tématerületek
SfM

I SfM (Structure from Motion): adott képhalmaz alapján három
dimenziós modell készítése egy tárgyról, helyszínről.
Főbb szempontok:

I 3D struktúra előállítása
A modell lehet:

I Ponthalmaz
I Fundamentális és esszenciális mátrixok alapján
I Globálisan, vagy lépésenként
I Bundle adjustment
I Eredménye a térbeli pontok, valamint a nézőponok helyei és orientációi

I Poligonhálók, magasabb szintű felületek
I Megvalósítások

I Visual SFM
I Insight3d
I Bundler
I Theia
I ...
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Bevezetés

Kapcsolódó tématerületek
SLAM

I SLAM (Simultaneous Localization and Mapping): időben sorrendben
érkező képek segítségével a kamera helyének meghatározása, valamint
a környezet feltérképezése.
Főbb szempontok:

I Globálisan konzisztens térkép előállítása
I Hurkok detektálása

I Változatai
I PTAM (Parallel Tracking and Mapping): a feladatok párhuzamosítása,

jellemzően a relatív mozgás meghatározás és a térépítés
különválasztásával.

I DTAM (Dense Tracking and Mapping): térépítés és relatív mozgás
meghatározás sűrű pontok hálójából.

I Megvalósításai
I EKF SLAM
I Monocular SLAM (MonoSLAM)
I FastSLAM
I ...
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Bevezetés

Kapcsolódó tématerületek
VO

I Visual Odometry: a kamera pontos elmozdulásának meghatározása
I Odometria: legkorábbi felhasználási területük a marsjárók mozgásának

pontos becslése Főbb szempontok:
I Nagyon pontos elmozdulás
I Valósidejűség

I Megvalósításai
I MSCKF (Multi State Constrained Kalman Filter)
I SWF (Sliding Window Filter)
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Bevezetés

A képi helymeghatározás modelljei
Modell

path (this is also called windowed bundle adjustment). This
sliding window optimization can be considered equivalent
to building a local map in SLAM; however, the philosophy
is different: in VO, we only care about local consistency of
the trajectory and the local map is used to obtain a more
accurate estimate of the local trajectory (for example, in
bundle adjustment), whereas SLAM is concerned with the
global map consistency.

VO can be used as a building block for a complete SLAM
algorithm to recover the incremental
motion of the camera; however, to
make a complete SLAM method, one
must also add some way to detect loop
closing and possibly a global optimiza-
tion step to obtain a metrically consist-
ent map (without this step, the map is
still topologically consistent).

If the user is only interested in the
camera path and not in the environ-
ment map, there is still the possibility
of using a complete V-SLAM method
instead of one of the VO techniques

described in this tutorial. A V-SLAM method is potentially
much more precise, because it enforces many more con-
straints on the path, but not necessarily more robust (e.g.,
outliers in loop closing can severely affect the map consis-
tency). In addition, it is more complex and computation-
ally expensive.

In the end, the choice between VO and V-SLAM
depends on the tradeoff between performance and con-
sistency, and simplicity in implementation. Although the
global consistency of the camera path is sometimes desir-
able, VO trades off consistency for real-time perform-
ance, without the need to keep track of all the previous
history of the camera.

Formulation of the VO Problem
An agent is moving through an environment and taking
images with a rigidly attached camera system at discrete
time instants k. In case of a monocular system, the set of
images taken at times k is denoted by I0:n ¼ fI0, . . . , Ing.
In case of a stereo system, there are a left and a right image
at every time instant, denoted by Il, 0:n ¼ fIl, 0, . . . , Il, ng
and Ir, 0:n ¼ fIr, 0, . . . , Ir, ng. Figure 1 shows an illustration
of this setting.

For simplicity, the camera coordinate frame is assumed
to be also the agent’s coordinate frame. In case of a stereo
system, without loss of generality, the coordinate system of
the left camera can be used as the origin.

Two camera positions at adjacent time instants k" 1
and k are related by the rigid body transformation
Tk, k"1 2 R4 3 4 of the following form:

Tk, k"1 ¼
Rk, k"1 tk, k"1

0 1

! "
, (1)

where Rk, k"1 2 SO(3) is the rotation matrix, and
tk, k"1 2 R3 3 1 the translation vector. The set T1:n ¼
fT1, 0, . . . , Tn, n"1g contains all subsequent motions. To
simplify the notation, from now on, Tk will be used
instead of Tk, k"1. Finally, the set of camera poses C0:n ¼
fC0, . . . , Cng contains the transformations of the camera
with respect to the initial coordinate frame at k ¼ 0. The
current pose Cn can be computed by concatenating all the
transformations Tk (k ¼ 1 . . . n), and, therefore, Cn ¼
Cn"1Tn, with C0 being the camera pose at the instant
k ¼ 0, which can be set arbitrarily by the user.

The main task in VO is to compute the relative transfor-
mations Tk from the images Ik and Ik"1 and then to concate-
nate the transformations to recover the full trajectory C0:n of
the camera. This means that VO recovers the path incremen-
tally, pose after pose. An iterative refinement over the last m
poses can be performed after this step to obtain a more accu-
rate estimate of the local trajectory. This iterative refinement
works by minimizing the sum of the squared reprojection
errors of the reconstructed 3-D points (i.e., the 3-D map) over
the last m images (this is called windowed-bundle adjustment,
because it is performed on a window of m frames. Bundle
adjustment will be described in Part II of this tutorial). The
3-D points are obtained by triangulation of the image points
(see the “Triangulation and Keyframe Selection” section).

As mentioned in the “Monocular VO” section, there are
two main approaches to compute the relative motion Tk:
appearance-based (or global) methods, which use the
intensity information of all the pixels in the two input
images, and feature-based methods, which only use salient
and repeatable features extracted (or tracked) across the
images. Global methods are less accurate than feature-
based methods and are computationally more expensive.
(As observed in the “History of VO” section, most appear-
ance-based methods have been applied to monocular VO.
This is due to ease of implementation compared with the

Ck+1

Ck–1Tk,k–1

Tk+1,k
Ck 

Figure 1. An illustration of the visual odometry problem. The
relative poses Tk;k"1 of adjacent camera positions (or positions
of a camera system) are computed from visual features and
concatenated to get the absolute poses Ck with respect to the
initial coordinate frame at k ¼ 0.

•
In the motion

estimation step, the

camera motion

between the current

and the previous

image is computed.
•
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Bevezetés

Modell

I A kamera
I Ck : A kamera pozíciója és orientációja a k-dik helyen
I Tk,l : A k és l pozíciók közötti transzformáció (amennyiben l = k − 1 a

képek egymást követik időben)

Cn = C0

n∏

i=1

Ti

I A tér pontjaira
I Xj : a tér egy 3D pontjának koordinátái
I xj : a tér 3D pontjának leképzése a 2D képsíkra
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Bevezetés

A képi helymeghatározás modelljei
2D-2D

Különböző nézőpontokból készített képek (xk,j) alapján kell megbecsüljük
a kamerák közötti transzformációt (Tk,l -t)

I Fundamentális, vagy esszenciális mátrixok becslése alapján
I Folyamata

I Kép kinyerése (Ij)
I Jellemzők kinyerése és párosítása (xk,j ↔ xl,j)
I Esszenciális, vagy fundamentális mátrix számítása
I Elforgatás (Rk,l), valamint a transzláció (tk,l) meghatározása, majd

ezekből Tk,l .
I Probléma

I A skála meghatározása
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Bevezetés

A képi helymeghatározás modelljei
3D-3D

Minden egyes nézőpontban rendelkezésünkre áll a kép jellemző pontjainak
3D koordinátái (Xk,j), a kamerák közötti transzformáció (Tk,l)
meghatározása ezek alapján történik.

I A mélység meghatározásának lehetőségei
I Sztereó kamera segítségével
I Mélységérzékelővel
I Mono kamera segítségével (ez csak elméleti)

I A transzformáció meghatározása

Tk = arg min
Tk

∑

i

||Xk,j − Xl ,j ||
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Bevezetés

A képi helymeghatározás modelljei
3D-2D

Az elmozdulás meghatározása a képi 2D jellemzők (xk,j), valamint a
rendelkezésre álló 3D jellemző pontok (X) alapján történik.

I A transzformáció meghatározása
I Az (xk,j ↔ Xl,j) párok megkeresése
I A 3D jellemzők visszavetítése Tk transzformáció alapján (xl,j ← Xl,j)

Tk = arg min
Tk

∑

i

||xk,j − xl,j ||2
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Képek feldolgozása

Képek feldolgozása
Az egyes képek azonosítása helyhez rendelhető információi alapján. A
képek feldolgozásának célja többféle lehet:

I A kép azonosítása
I A képen szereplő területek, objektumok azonosítása
I Képek, vagy képeken szereplő területek, illetve objektumok

összehasonlítása
A képeket a jellemzőik alapján vizsgáljuk:

I Globális jellemzők
I Világosság
I Elmosódottság
I Színesség, ...

I Lokális jellemzők
I Sarok (Corner)
I Folt (Blob)
I Él (Edge), ...

Lukovszki Csaba (BME TMIT) Navigációs szolgáltatások és alkalmazások 2015 14 / 47



Képek feldolgozása

Jellemzők detektálása
Feature Detection

A jellemzők detektálása során a (lokális) jellemzőket derítjük fel, majd azon
jellemzők helyét határozzuk meg.
Jellemzők detektorok:

I Sarkok detektor (Corner detector)
I Folt detektor (Blob detector)
I Él detektor (Edge detector)
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Képek feldolgozása

Harris detektor

A legrégebbi jellemző detektor.
Az elv a kép autokorrelációján alapul (w(x , y) Gauss súlyfüggvény):

EAC (∆u) =
∑

i

w(xi )[I0(xi + ∆u)− I0(xi )]2 (1)

Alkalmazva a Taylor sorfejtést:

EAC (∆u) ≈ ∆uTA∆u (2)

Ahol az A az x ponthoz tartozó autokorrelációs mátrix:

A(x) = w ∗
[
I 2x Ix Iy
Ix Iy I 2y

]
(3)
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Képek feldolgozása

Harris detektor

A jellemző jósága:
I Elméletben az A mátrix inverze
I Gyakorlatban minél nagyobb a legkisebb sajátérték, a pont annál

jellemzőbb
I Sarkossági mérték (Harris és Stephens eredeti javaslata):

R =det(A)− α ∗ trace(A)2 = λ0 ∗ λ1 − α(λ0 + λ1)

α =0.06

I R ≈ 0(λ1 ≈ λ2): egy lapos régiót találtunk
I R < 0(λ1 � 0vagyλ2 � 0): egy élet találtunk
I R > 0(λ1 � 0sλ2 � 0): egy sarkot találtunk

I Egy küszöböt elérő jellemzőket választjuk ki.
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Képek feldolgozása

Harris detektor
Példa

(a) Tesztkép (b) Élek kiemelése a sajátértékekből
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Képek feldolgozása

SIFT detektor
A SIFT (Scalable Invariant Feature Transform) első olyan jellemző
felismerő algoritmus, mely jellemzői invariánsak a

I skálázásra,
I forgatásra,
I fényviszonyok változására.

A megoldás alapja a relatív skála-térhez képest megvalósított
mintavételezés.

I Gauss elmosás: dimenziónként alkalmazzuk a szomszédos
intenzitásokra a Gauss függvényt.

g(x) =
1√
2πσ

e−x
2/2σ2

(4)

I DoG (Difference of Gaussian): Simított képi szomszédok
(σ =

√
2, 2, 2

√
2...) különbsége

I Oktávok: képek újra mintavételezése 1.5 pixelközönként (4
szomszédos minta lineáris kombinációja)
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Képek feldolgozása

SIFT detektor
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Képek feldolgozása

SIFT detektor

A skála-tér függvények minimum és maximum meghatározása:
I 8 szomszéddal való összehasonlítás
I Amennyiben minimális (maximális) megismételjük a piramis

alacsonyabb szintjén
I Ha a szomszédhoz képest alacsonyabb, vagy magasabb, akkor a

következő szinten megismételjük
A megtalált jellemző pontokra meghatározzuk a gradiens mértékét és
orientációját

Mij =
√

(Aij − Ai+1,j)2 + (Aij − Ai ,j+1)2 (5)

Ri ,j = arctan2(Aij − Ai+1,j ,Ai ,j+1 − Aij) (6)

Az eredmény az adott skálában meghatározott képi gradiens.
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Képek feldolgozása

SIFT detektor

ábra: SIFT leíró
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Képek feldolgozása

SIFT detektor példa

ábra: SIFT példa
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Képek feldolgozása

FAST detektor
A FAST (Features from Accelerated Segment Test) az egyszerűsége és
gyorsasága emeli ki a lokális jellemző detektorok kötül.

I 16 pixelből álló kör vizsgálata a vizsgált pixel körül
I Amennyiben legalább 12 egymást követőnek jelentősen (egy

küszöbérték felett) eltér az intenzitása a középponttól, akkor a
középső pixel kulcspontnak lesz kijelölve.

I Gyorsítási lehetőségek: először csak az 1,9,5,13 sorszámú pontok
vizsgálata
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Képek feldolgozása

ORB detektor

Az ORB (Oriented FAST and Rotated Brief) a FAST továbbfejlesztett
változata.
FAST hátrányai:

I Nem veszi figyelembe az orientációt
I Nemcsak sarkot, de éleket is megtalál

Működése:
I FAST futtatása
I Harris alapján sorba rendezés, majd a kevésbé sarokszerűek eldobása
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Képek feldolgozása

Jellemzők detektálása
Követelmények, tulajdonságok

and a description of the main motion-estimation pipelines
for both monocular and binocular schemes, outlining the
pros and cons of each implementation [87]. Part II (this
tutorial) deals with feature matching, robustness, and ap-
plications. It reviews the main point-feature detectors used
in VO and the different outlier-rejection schemes. Particu-
lar emphasis is given to the random sample consensus
(RANSAC) and the strategies devised to speed it up are
discussed. Other topics covered are error modeling, loop-
closure detection (or location recognition), and bundle
adjustment. Links to online, ready-to-use code are also
given. The mathematical notation and concepts used in
this article are defined in Part I of this tutorial and, there-
fore, are not repeated here.

Feature Selection and Matching
There are two main approaches to find feature points and
their correspondences. The first one is to find features in
one image and track them in the following images using
local search techniques, such as correlation. The second
one is to independently detect features in all the images
and match them based on some similarity metric between
their descriptors. The former approach is more suitable
when the images are taken from nearby viewpoints,
whereas the latter is more suitable when a large motion or
viewpoint change is expected. Early research in VO is
opted for the former approach [2]–[5] while the works in
the last decade concentrated on the latter approach [1],
[6]–[9]. The reason is that early works were conceived for
small-scale environments, where images were taken from
nearby viewpoints, while in the last few decades, the focus
has shifted to large-scale environments, and so the images
are taken as far apart as possible from each to limit the
motion-drift-related issues.

Feature Detection
During the feature-detection step, the image is searched for
salient keypoints that are likely to match well in other
images. A local feature is an image pattern that differs from
its immediate neighborhood in terms of intensity, color, and
texture. For VO, point detectors,
such as corners or blobs, are impor-
tant because their position in the
image can be measured accurately.

A corner is defined as a point at
the intersection of two or more
edges. A blob is an image pattern
that differs from its immediate
neighborhood in terms of intensity,
color, and texture. It is not an edge,
nor a corner. The appealing proper-
ties that a good feature detector
should have are: localization accu-
racy (both in position and scale),
repeatability (i.e., a large number of
features should be redetected in the

next images), computational efficiency, robustness (to
noise, compression artifacts, blur), distinctiveness (so that
features can be accurately matched across different
images), and invariance {to both photometric (e.g., illumi-
nation) and geometric changes [rotation, scale (zoom),
perspective distortion]}.

The VO literature is characterized by many point-feature
detectors, such as corner detectors (e.g., Moravec [2], For-
stner [10], Harris [11], Shi-Tomasi [12], and FAST [13]) and
blob detectors (SIFT [14], SURF [15], and CENSURE [16]).
An overview of these detectors can be found in [17]. Each
detector has its own pros and cons. Corner detectors are fast
to compute but are less distinctive, whereas blob detectors are
more distinctive but slower to detect. Additionally, corners
are better localized in image position than blobs but are less
localized in scale. This means that corners cannot be rede-
tected as often as blobs after large changes in scale and view-
point. However, blobs are not always the right choice in some
environments—for instance, SIFT automatically neglects cor-
ners that urban environments are extremely rich of. For these
reasons, the choice of the appropriate feature detector should
be carefully considered, depending on the computational
constraints, real-time requirements, environment type, and
motion baseline (i.e., how nearby images are taken). An
approximate comparison of properties and performance of
different corner and blob detectors is given in Figure 1. Notice
that SIFT, SURF, and CENSURE are not true affine invariant
detectors but were empirically found to be invariant up to
certain changes of the viewpoint. A performance evaluation
of feature detectors and descriptors for indoor VO has been
given in [18] and for outdoor environments in [9] and [19].

Every feature detector consists of two stages. The first is
to apply a feature-response function on the entire image
[such as the corner response function in the Harris detector
or the difference-of-Gaussian (DoG) operator of the SIFT].
The second step is to apply nonmaxima suppression on the
output of the first step. The goal is to identify all local min-
ima (or maxima) of the feature-response function. The out-
put of the nonmaxima suppression represents detected
features. The trick to make a detector invariant to scale
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Figure 1. Comparison of feature detectors: properties and performance.
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6.3. ábra. Jellemz� detektorok összehasonlítása3

6.2. LEÍRÁS, KINYERÉS

A jellemz� leírás (feature description), vagy kinyerés (feature extraction) lépés során a

detektált jellemz� körüli terület leírása születik meg valamilyen egyszer�, kompakt formában,

mely alkalmaz ad más jellemz�k leíróival való összehasonlításra. A legegyszer�bb leíró a kép

megjelenése, ami nem más, mint a jellemz� pont és a körülötte lév� tér intenzitás térképe. Ebben

az esetben a (SSD - Sum of Squared Di�erences), vagy az (NCC - Normaized Cross Correlation)

hiba metrikái használhatóak két leíró összehasonlítására. [36] Az SSD és NCC mellett egy sokkal

inkább robusztus hasonlósági mértéket vezet be a Census transzformáció [154], ami a jellemz�k

környékét egy bináris vektorba transzformálja. Ennek eredményeképpen a kinyert jellemz�k

egyszer� Hamming távolság vizsgálattal hasonlíthatók egymáshoz.

3Forrás: [31]

51

Rádiós pozicionáló nélküli, szabad szemmel látható elemek alapján, beltéri lokalizáció fejlesztése,
PIAC_13-1-2013-0226
2. Munkaszakasz
Szimultán lokalizáció és feltérképezés, valamint 3D rekonstrukciós megoldások áttekintése
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Képek feldolgozása

Jellemzők leírása, kinyerése
Feature Description, Extraction
pont és környezetének kinyerése egyszerű, de pontos leíró jelleggel az
azonosíthatóság és az összehasonlíthatóság érdekében

I Felmerülő probléma: két kép nem ugyanolyan:
I Távolság
I Képrögzítés tulajdonsága (pl. felbontás)
I Eltérő nézőpont, orientáció
I Eltérő környezeti hatások (pl. megvilágítás)
I Zaj
I ...

I A leírónak invariánsnak kell lennie
I Eltolás
I Forgatás
I Skálázás
I Egyéb affin transzformációk
I Megvilágítási viszonyok
I Egyéb zajok
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Képek feldolgozása

Jellemzők leírása, kinyerése

I Többféle leíró lehetséges
I intenzitás
I Korreláció
I Bináris leírók
I Skálázott leírók
I ...

I Legjellemzőbb leírók
I SSD (Sum of Squared Differences)
I NCC (Normalized Cross Correlation)
I ORB (Oriented FAST and Rotated Brief)
I BRIEF (Binary Robust Independent Elementary Features)
I BRISK (Binary Robust Invariant Scalable Keypoint)
I FREAK (Fast Retina Keypoint)
I SIFT (Scale Invariant Feature Transform)
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Képek feldolgozása

SIFT leíró

ábra: Szöghisztogram

Minden jellemző ponthoz:
I 4x4 darab hisztogram
I 8-8 értékkel
I Összesen 128 elemű vektor
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Képek feldolgozása

BRIEF leíró
I Bináris leíró (256, vagy 128 bites leíró)
I A jellemző körül választott pontpárokra intenzitás vizsgálat

τ(p; x ; y) := f (x) =

{
1 ha p(x) < p(y)
0 egyébként

(7)

A BRIEF érzékeny a zajokra −→ simítás
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Képek feldolgozása

ORB leíró

I Az ORB a BRIEF továbbfejlesztett változata
I Forgatásra invariáns leíró készítése

I Megoldás
I A vizsgálatot 12 fokonként elvégezzük és lementjük
I A hatékony működéshez olyan detektor szükséges, ami visszaadja az

orientációt is
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Képek feldolgozása

BRISK leíró
I Az ORB és a BRIEF továbbfejlesztett változata

I Forgatás invariancia általánosítása
I Megoldás

I Hosszú párok a sablonból: orientáció automatikus meghatározása
I Rövid párok a sablonból: a jellemző leírása
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Képek feldolgozása

Társítás (Feature Matching)

Két kép jellemző pontjai között a párok megtalálása az adott jellemző leíró
alapján.

I Metrika definiálása
I A társítás működése

I jellemző leírók kinyerése
I leírók párosítása adott metrika alapján
I hibás párok szűrése
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Képek feldolgozása

Brute-force párosítás

I Távolság két leíró között
I Valós vektor alapján: Többdimenziós térben távolság
I Bináris leíró esetében: Hamming távolság

I Működés
I Minden az egyik képen minden jellemzőt a másik kép minden

jellemzőjével, majd az lesz pár ahol a legnagyobb
I Egyirányú
I Kölcsönös
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Képek feldolgozása

FLANN párosítás
Fast Libtary for Approximate Nearest Neighbours

Sok dimenziós térben való gyors keresés

I Lehetőségek
I Hierarchikus K-közép fa, prioritásos keresés
I Többszörös sztochasztikus K-d fa

I Nincs egyértelműen jó megoldás
I FLANN:

I a jellemző vektorok egy részéből megállapítjuk a használandó
algoritmust

I a jellemzők párosítását a kiválasztott algoritmussal végezzük
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Képek feldolgozása

Párok szűrése

I Leíró távolságok aránya alapján,
NDDR (Nearest Neighbour Distance Ratio)

I A két legközelebbi szomszéd választása
I Akkor pár, amennyiben a távolságokra igaz d1

d2
< λ.

I Geometria párszűrés
I A két kép geometriai összefüggése alapján egyáltalán lehetnek-e párok.

I Elmozdulás alapján
I Időben közeli képek esetében a párok közötti távolság maximalizálása.

I Homográfia alapján
I Epipoláris megkötés alapján
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Képek feldolgozása

Jellemző pontok nyomonkövetése

I Egymás utáni képek esetében
I Relatív kis elmozdulás
I A környezet jelentéktelen megváltozása

I Hatékonyság növelése
I Jellemző képpontok keresése
I Párosítás
I Geometriai megkötések kiaknázása

I Megoldások
I Optical-flow (Optikai áramlás)
I Lucas-Canade módszer
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A projektív geometria alapjai

A projektív geometria alapjai
Az n dimenziós projektív geometria n dimenziós pontokat n + 1
dimenzióban ír le.

I Pont leírása
I π : x3 = 1 sík
I Tetszőleges x pont: az O és x pontokon átmenő egyenes egyenlete:

ax + by + c = 0
2.2 The 2D projective plane 29

π

l

x
O

x 1

x

x 3

2

ideal
point

Fig. 2.1. A model of the projective plane. Points and lines of IP2 are represented by rays and planes,
respectively, through the origin in IR3. Lines lying in the x1x2-plane represent ideal points, and the
x1x2-plane represents l∞.

points lie on a single line. This is not true in the standard Euclidean geometry of IR2,
in which parallel lines form a special case.

The study of the geometry of IP2 is known as projective geometry. In a coordinate-
free purely geometric study of projective geometry, one does not make any distinction
between points at infinity (ideal points) and ordinary points. It will, however, serve
our purposes in this book sometimes to distinguish between ideal points and non-ideal
points. Thus, the line at infinity will at times be considered as a special line in projective
space.

A model for the projective plane. A fruitful way of thinking of IP2 is as a set of
rays in IR3. The set of all vectors k(x1, x2, x3)

T as k varies forms a ray through the
origin. Such a ray may be thought of as representing a single point in IP2. In this
model, the lines in IP2 are planes passing through the origin. One verifies that two non-
identical rays lie on exactly one plane, and any two planes intersect in one ray. This
is the analogue of two distinct points uniquely defining a line, and two lines always
intersecting in a point.

Points and lines may be obtained by intersecting this set of rays and planes by the
plane x3 = 1. As illustrated in figure 2.1 the rays representing ideal points and the
plane representing l∞ are parallel to the plane x3 = 1.

Duality. The reader has probably noticed how the role of points and lines may be
interchanged in statements concerning the properties of lines and points. In particular,
the basic incidence equation lTx = 0 for line and point is symmetric, since lTx = 0
implies xTl = 0, in which the positions of line and point are swapped. Similarly,
result 2.2 and result 2.4 giving the intersection of two lines and the line through two
points are essentially the same, with the roles of points and lines swapped. One may
enunciate a general principle, the duality principle as follows:
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A projektív geometria alapjai

Pont homogén koordinátái

I Egyenes leírása:

(a, b, c)↔ (ka, kb, kc), k 6= 0

I Pont az egyenesen:

[
x y 1

]


a
b
c


 = 0

I A pont homogén koordinátás alakja:

(kx , ky , kz)
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A projektív geometria alapjai

Projektív geometria tulajdonságai

I Két egyenes l , l ′ metszéspontja
I x = l × l ′, hiszen
I l(l × l ′) = l ′(l × l ′) = 0

I Két párhuzamos egyenes
I l : (a, b, c), l ′ : (a, b, c ′)
I Metszéspontjuk: (b,−a, 0)
I A párhuzamosak a végtelenben találkoznak!
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A projektív geometria alapjai

Sík projektív transzformációja

A projektív transzformáció (homográfia) egyeneseket egyenesekbe visz át.

x′ = h(x) = Hx

A középpontos vetítés homográfiát valósít meg.
36 2 Projective Geometry and Transformations of 2D
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Fig. 2.5. Examples of a projective transformation, x′ = Hx, arising in perspective images. (a)
The projective transformation between two images induced by a world plane (the concatenation of two
projective transformations is a projective transformation); (b) The projective transformation between
two images with the same camera centre (e.g. a camera rotating about its centre or a camera varying its
focal length); (c) The projective transformation between the image of a plane (the end of the building)
and the image of its shadow onto another plane (the ground plane). Figure (c) courtesy of Luc Van Gool.

know coordinates for four points in order to remove projective distortion: alternative
approaches, which are described in section 2.7, require less, and different types of,
information; third, superior (and preferred) methods for computing projective transfor-
mations are described in chapter 4.

Projective transformations are important mappings representing many more situa-
tions than the perspective imaging of a world plane. A number of other examples are
illustrated in figure 2.5. Each of these situations is covered in more detail later in the
book.

2.3.1 Transformations of lines and conics

Transformation of lines. It was shown in the proof of theorem 2.10 that if points xi

lie on a line l, then the transformed points x′
i = Hxi under a projective transformation

lie on the line l′ = H−Tl. In this way, incidence of points on lines is preserved, since
l′Tx′

i = lTH−1Hxi = 0. This gives the transformation rule for lines:
Under the point transformation x′ = Hx, a line transforms as

l′ = H−Tl. (2.6)

One may alternatively write l′T = lTH−1. Note the fundamentally different way
in which lines and points transform. Points transform according to H, whereas lines
(as rows) transform according to H−1. This may be explained in terms of “covariant”
or “contravariant” behaviour. One says that points transform contravariantly and lines
transform covariantly. This distinction will be taken up again, when we discuss tensors
in chapter 15 and is fully explained in appendix 1(p562).

Transformation of conics. Under a point transformation x′ = Hx, (2.2) becomes

xTCx = x′T[H−1]TCH−1x′

= x′TH−TCH−1x′
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A projektív geometria alapjai

A sík projektív geometriája

I Síkbéli pont homogén koordinátái
I x = (x , y) ∈ R2 → X = (X1,X2,X3) ∈ P2

I x = X1
X3
, y = X2

X3

I Transzformációk
I Azonossági transzformáció, 3 szabadsági fok,

[
R t
0T 1

]

I Hasonlósági, 4 szabadsági fok,
[
sR t
0T 1

]

I Affin, 6 szabadsági fok,
[

A t
0T 1

]

I Projektív transzformáció, 8 szabadsági fok,
[

A t
vT v

]
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A projektív geometria alapjai

A tér projektív geometriája

I Térbeli pont homogén koordinátái
I x = (x , y , z) ∈ R3 → X = (X1,X2,X3,X4) ∈ P3

I x = X1
X4
, y = X2

X4
, z = X3

X4

I Transzformációk
I Azonossági transzformáció, 6 szabadsági fok,

[
R t
0T 1

]

I Hasonlósági, 7 szabadsági fok,
[
sR t
0T 1

]

I Affin, 12 szabadsági fok,
[

A t
0T 1

]

I Projektív transzformáció, 15 szabadsági fok,
[

A t
vT v

]
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A projektív geometria alapjai

Kamera modell

I Napjainkban elterjedt egyszerű CCD kamera modellje: Lyukkamera
I CCD: Vetítései sík
I Kamera lencse: egyszerű pont

I Középpontos vetítés

5. Computer Vision Basics

Computer vision is a rapidly expanding field on the cutting edge of computer science and
robotics. As cameras improve in quality, they also decrease in size and price, which, along
with the availability of a number of open source tools, has made the field of computer
vision accessible and feasable for a wider array of applications. This is why using a
camera as a sensor for odometry is such a widely researched topic when compared to
more accurate and expensive sensors. In this chapter, we present our choice of camera
model and how we use the camera to give us reliable structural information about the
surrounding scene.

5.1. Pinhole Camera Model

The pinhole camera model describes the camera as a single point in space. Light travels
from the scene through this hole onto an image plane where an image is formed and
captured. This point is called the focal point. Figure 5.1 shows that the captured image is
an inverted projection of the 3D surroundings. A more intuitive model is to consider the
uninverted virtual image plane which rests between the focal point and the real scene.

C

Image Plane Virtual Image Plane

Figure 5.1. The pinhole camera projects an inverted image onto the image plane. It is useful to
consider the uninverted virtual image plane instead.

While the pinhole camera model is useful, it is not entirely realistic. In reality there are
usually one or more lenses between the camera and the scene, and the aperture, the size
of the pinhole, can vary in size in order to let in more or less light. These properties, along
with other minor imperfections, can cause blur and distortion in the image which can be
accounted for with proper camera calibration.

31
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A projektív geometria alapjai

Középpontos vetítés
154 6 Camera Models

p
f

C

Y

Z

f Y / Z

y

Y

x

X

x

p

image plane
camera
centre

Z

principal axis

C

X

Fig. 6.1. Pinhole camera geometry. C is the camera centre and p the principal point. The camera
centre is here placed at the coordinate origin. Note the image plane is placed in front of the camera
centre.

computes that the point (X, Y, Z)T is mapped to the point (fX/Z, fY/Z, f)T on the
image plane. Ignoring the final image coordinate, we see that

(X, Y, Z)T !→ (fX/Z, fY/Z)T (6.1)

describes the central projection mapping from world to image coordinates. This is a
mapping from Euclidean 3-space IR3 to Euclidean 2-space IR2.

The centre of projection is called the camera centre. It is also known as the optical
centre. The line from the camera centre perpendicular to the image plane is called the
principal axis or principal ray of the camera, and the point where the principal axis
meets the image plane is called the principal point. The plane through the camera
centre parallel to the image plane is called the principal plane of the camera.

Central projection using homogeneous coordinates. If the world and image points
are represented by homogeneous vectors, then central projection is very simply ex-
pressed as a linear mapping between their homogeneous coordinates. In particular,
(6.1) may be written in terms of matrix multiplication as

⎛
⎜⎜⎜⎝

X
Y
Z
1

⎞
⎟⎟⎟⎠ !→

⎛
⎜⎝

fX
fY
Z

⎞
⎟⎠ =

⎡
⎢⎣

f 0
f 0

1 0

⎤
⎥⎦

⎛
⎜⎜⎜⎝

X
Y
Z
1

⎞
⎟⎟⎟⎠. (6.2)

The matrix in this expression may be written as diag(f, f, 1)[I | 0] where
diag(f, f, 1) is a diagonal matrix and [I | 0] represents a matrix divided up into a 3× 3
block (the identity matrix) plus a column vector, here the zero vector.

We now introduce the notation X for the world point represented by the homoge-
neous 4-vector (X, Y, Z, 1)T, x for the image point represented by a homogeneous 3-
vector, and P for the 3×4 homogeneous camera projection matrix. Then (6.2) is written
compactly as

x = PX

which defines the camera matrix for the pinhole model of central projection as

P = diag(f, f, 1) [I | 0].

A kamera által megvalósított leképzés (projekció):

x = PX
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A projektív geometria alapjai

Kamera projekciós mátrix

I A projekció P3P2 leképzést valósít meg
I A projekciós mátrix (P) egy 3× 4 méretű

P = KR [I| − C] (8)

I C: Kamera középpontjának helye (transzláció)
I R: Kamera helyzete (rotáció)
I K: Kamera kalibrációs mátrix
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A projektív geometria alapjai

Kamera kalibrációs mátrix

K =



f αx s x0
0 f αy y0
0 0 1




I f : fókusztávolság
I A kamera középpontjának és a vetítő sík távolsága

I αx , αy : pixel arány
I A kamera pixelek oldalának aránya αy

αx

I x0, y0: Főpont eltolás
I A pixel koordináta-rendszer origója nem a kép középpontjához van

rögzítve.
I s: ferdeség

I A pixelek nem feltétlenül derékszögűek
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