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5. Forraskodolas és hibavédo kodolas

5.1. Példa: forraskodolas

Egy (szimbolumonként kdédolt) forrds legtomdorebb binaris kodjaban a kdédszavak hossza
rendre 2,3,3,3,3,4,4,4,5.5.

a) Lehet-e ez a kod egyértelmilien megfejthetd kod?

b) Mekkora a forras entrdpiaja, ha tudjuk, hogy egyenlé a kod atlagos szoéhosszusagaval?

Megoldés:
a) A Kraft egyenl6tlenség egyenldséggel teljesiil, tehat lehet.

10 10
b) A feladat szdvege szerint: Zp;'ld(Lj:ZP;'li , ez viszont akkor bizonyosan
p =1

i=1 i
teljesiil, ha ld(l/pl.)zli,ha i=1..10, azaz p,=27". igy a kérdezett entropia 49/16. Igényes
megoldas megemlitené: ez (még) nem bizonyitja, hogy nincs més, ugyanilyen tulajdonsagu
valoszintiségeloszlas.

5.2. Shannon kod szerkesztése
A forrdsszimbolumokat valdszinliségeik szerint csOkkend sorba rendezziik, azaz
P, 2 p, 2...2 p,. Shannon szerint marmost az i-edik szimbo6lumot megjelenité kodszo az

F, €[0,1) szam [, = Id1/p, bitre csonkolt értéke, ahol

i—1
F, = Z Pr-
k=1

Az alabbi tablazat egy 6 szimbolumos forras kodjanak elkészitését mutatja.

szimb./i x1/1 x2/2 x3/3 x4/4 x5/5 X6/6
)2 0.4 0.25 0.12 0.1 0.08 0.05
[, 2 2 4 4 4 5
F, 0.0 0.4 0.65 0.77 0.87 0.95
binaris F, | 0.00000 0.01100 0.10100 0.11000 0.11011 0.11110
kodszo 00 01 1010 1100 1101 11110

A Shannon koéd gyakran rovidithetd. Példankban lathato, hogy az utolsé szimbdélumhoz
tartozd kodszo utolso eleme elhagyhato, a kod ettél még prefix (mentes) marad. Ha sort
tudunk ré keriteni - elég idénk van - célszerli kiszamitani a kod atlagos szohosszat, s
0sszevetni az entropiaval [Az entropia értéke 2.235, az atlagos kdédszohossz pedig 2.75].
Azt, hogy ezzel az eljarassal prefix (azaz prefix-mentes) kodot allitunk eld, egyszerlien
lehet bizonyitani. A kodszavak elé egy binaris pontot képzelve valamennyi kodszéd
megfelel egy 0-1 kozotti szamnak. Vegyiik észre, hogy az / hosszli a szam (kodsz6) csak
azoknak a b kddszavaknak (szamoknak) lehet az eldtagja, amelyekre
b<a+2".
Az [;) hosszura csonkolt F;_; tehat csakis olyan szdmoknak lehet az elétagja, amelyekre

b< csonkolt(l'?i_l)+27’f'1 <F, +27 < F +p.,=F.
Tehat: az [, hosszl i-1-edik kdédsz6 nem lehet eldtagja sem az i-ediknek, sem pedig a

tobbieknek. Masrészrél a magasabb indexli kddszavak sem lehetnek eldtagjai alacsonyabb
indexteknek, hiszen a kodszavak hossza monoton nemcsdkkend sorozatot alkot.
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5.3. Jellegzetes zéha példa

Egy diszkrét, emlékezetnélkiili, véletlen forrds szimbolumait a P = {0.5, 0.25, 0.15, 0.1}
valoszintiségeloszlas szerint szolgaltatja. Pistike alkot egy kodot, amelyben a kodszavak a
szimbdlumok fenti sorrendjében a kovetkezdek: (01), (10), (011), (1011).

a) Egyértelmiien dekddolhat6-e a fenti kod? Indokolja valaszat!

b) A fenti kédhosszusagokkal lehet-e prefixmentes koédot konstrualni?

¢) Hatarozza meg a varhat6é kodszohosszat! Milyen messze esik ez az ¢érték a
tomorithetdség elvi als6 hataratdl? (Adja meg az eltérést %-ban!)

Megoldas:
a) Tekintve, hogy az elsd kddsz6 eldtagja a harmadiknak, s a méasodik is a negyediknek, az

a gyanunk ébredhet, hogy az egyértelmi megfejthetéséggel is baj lehet. Valdéban, ha
példdul az add kétszer egymas utan a harmadik kodszot adja: 011 011, akkor a kddolt
jelnek ezt a szakaszat akar Ol 1011-nek is olvashatjuk. Pistike kodja tehdt nem
egyértelmiien megfejthetd kod. Megjegyezziik, sok olyan kéd létezik, ami noha nem prefix
(mentes), ennek ellenére egyértelmiien megfejthetd.

b) A Kraft egyenldtlenség teljesiil a 2, 2, 3, 4 szdmokra, hiszen 1/4+1/4+1/8+1/16 < 1,
ezért e szohosszakkal lehet prefix kodot szerkeszteni, pl. (00), (01), (100), (1100).

¢) A varhato kodszohossz: L = 0.5%x2 + 0.25%x2+ 0.15%3+0.1x 4 =2.05

A tomorithetoség also hatarat az eloszlas entropidja adja, ez most

H(P) = 0.5x1d (1/ 0.5)+ 0.25%x1d(1/ 0. 25)+ 0.15x 1d(1/ 0.15) + 0.1x 1d(1/ 0.1) .

Nekem igy 1.7428 jott ki.

5.4. Hibavédelem blokk koddal

Adott egy linedris kod a kodszavaival: ¢; = 00000, ¢c; = 10100, ¢c3 =01110, c4 =11010.

a) Adja meg a kéd generatormatrixat!

b) Hatdrozza meg az egyhibas atvitelhez tartozd szindroémaékat!

¢) Létrehozhato -e egyetlen ko6dszé modositasdval olyan linearis kod, amely minden
egyhibat javit?

Megoldas:
a) Mivel a kddszavak szama 4, az lizenetvektorok mérete k=2, igy a generatormatrixnak

két sora (és természetesen 5 oszlopa) van. Bazisvektornak csak c; nem vélaszthato, a
tobbiek koziil barmelyik kettd megfelel. Pl. G = {c, c3}= {01110, 10100}. Ez a
generdtormatrix rdadasul szisztematikus koédot allit eld.

b) Allitsuk elé a paritasellenérz6 matrix transzponaltjat: H' = {001, 010, 100, 110, 100}.
E matrix sorai éppen az egyhibds hibamintdkhoz tartoz6 szindromakat tartalmazzak.
Lathat6, hogy van két egyezd sor, tehat van két olyan egyhibas helyzet, amelyeket ez a
kod nem tud megkiilonboztetni ( elsé és harmadik pozicid hibaja).

¢) Nem. A csupa nulla kédszo eleme kell legyen a kddnak, hiszen a kod linearis, tehat az
nem modosithatd. A maradék harom kodszo barmelyikében barmit valtoztatunk,
valamelyik masik kédszonak is valtozni kell, ha a kdd linearitdsat meg akarjuk Orizni. Ha
pl. a paritasellen6rz6 matrix transzponaltjdnak elsé sorat modositjuk, legyen az most
(101), akkor modosul ¢y, uj értéke c, = 10101 , de valtozik cs is, hiszen az c; és ¢, 0sszege
kell legyen.

5.5. Példa: hibavédelem blokk koddal
A binaris, linearis €s szisztematikus (23,12) Golay kod 6 hiba jelzésére képes.
a) Mekkora lehet e kdd minimalis tdvolsaga?
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b) Hany hiba javitasara lehet alkalmas ez a k6d?

¢) Hany kédszava van ennek a kodnak?

d) Hanyféle szindroma képzddhet e kod alkalmazasanal? Hany szindroma jelez egy-, két-
¢s haromhibés hibamintat?

e) Felismerhet6-e, ha a valamelyik k6dsz6t négy hiba éri?

f) Mely elemei hibasodhattak meg a kodszonak, ha a dekddolasnal szamolt szindroma
1234567891011

s=(00100000100) ?
Megoldas:
[A Golay-koéd egy olyan perfekt kod, amely tobb hibat (nevezetesen 3-at) javit. A Golay-
kodok kapcsan érdekességként érdemes megemliteni, hogy az 1977-beli Voyager
expedicio (melynek célja a Jupiter és a Szaturnusz vizsgalata volt), a G,4 binaris Golay-
kodot hasznalta. A képet itt 800*800 darab 8 bites képpontra osztottak. A Voyager II.
szonda is a Golay-koddal kiildte képeit, de tobb évvel elindulasa utdn, mikor rajottek,
hogy a szondat tovabbiranyithatjak az Urdnusz, majd a Neptunusz fel¢, akkor a CD-n és
ujabban a DVD-n is hasznalt Reed-Solomon kddra tértek at. Ezt azért tették, mert a még
tavolabbrol jovo egyre gyengiilé jelekhez tobb hiba kijavitasara volt sziikség. |
a) 6 hiba garantaltan akkor jelezhetd, ha a kodtavolsag (legalabb) 7.
b) Ha a kodtavolsag 7, akkor 3 hiba garantdltan javithato.
¢) Az iizenetvektorok 12 bitesek, tehat a kodszavak szama 2'° = 4096.
d) A szindroma 23-12=11 bites, tehat 2048 féle szindroma van. 23 féle egyhibas helyzet
lehetséges, 23-22/2=253 féle kéthibas helyzet van, a haromhibds lehetdségek szama
pedig 23-22-21/(2-3)=1771. [Lathatjuk, hogy az 6sszes szindromavektort elhasznaltuk.]
e) A hibas kodszo ténye felismerhetd, az azonban, hogy a hibas kodsz6 négy vagy harom
hiba kovetkeztében jott-e 1étre, mar nem allapithatdé meg, ugyanis ez a kod perfekt kéd. Ez
azt jelenti, hogy a legfeljebb harom hibas koddszavak teljesen kitoltik a teret (
1+23+253+1771=2048), s igy egy kodsz6d barmely negyedik szomszédja biztosan
harmadik szomszédja valamelyik mésik kodszonak. [A perfekt kod jelentése az lenne,
hogy a kddszavai egyenlé tavolsagra vannak egymastol. Tulajdonképpen ennek lesz a
kovetkezménye az, hogy nem is tudunk négyhibéds eseteket detektdlni, hiszen azok
megfelelnek egy haromhibas esetnek.]
f) Feltételezziik, hogy a paritasellen6rz6 matrix H=(BTI) alakd. A szindroma ugy
keletkezik, hogy a vett sorozatot szorozzuk e matrix transzponaltjaval, s ez végsd soron
egyenld lesz az eH' szorzattal, ahol e a hibaminta. R4 lehet jonni, ha a hibaminta
12+3=15. és 12+9=21. eleme 1 értékli, akkor éppen a megadott szindroma keletkezik,
hiszen ezeket az elemeket a matrix egységmatrix almatrixa szorozza.
Megjegyzés: ra lehet mutatni arra is, hogy a paritasellen6rz6 matrix ezen megvalasztasa
egy lehetdség, de nem sziikségszerii. Az a fontos tulajdonsdga, hogy a koddszavakat
transzponaltjdval szorozva csupa nulla szindroma (tiinetmentesség!) keletkezik,
megmarad, ha a transzponalt matrix oszlopait csereberéljiik. Ekkor azonban nincs
egységmatrix a megfelelé pozicidkban. [Tovabba egyértelmii, hogy a kddnak azon jellege
miatt, hogy a javithatdé hibdkhoz tartozé szindromak kitdltik a rendelkezésre 4llo teret,
nem szabad lennie mésik olyan javithato hibdnak, ami ezt a szindroémat adja.]

5.6. Hibajavitas linearis koddal
Vizsgaljuk azt a bindris (8,4) kédot, amelynek generatormatrixa
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1 0000 011

01 00 0 11PO0
G =

001 1 01 01

0001 1 001

Allapitsuk meg, szisztematikus-e ez a kod, és allitsuk elé a paritasellenérzé matrixat!
Probaljuk meg kitaldlni, hany hiba jelzésére/javitasara lehet alkalmas! Képezziik azt a
generdtormatrixot, amely szisztematikusan allitja elé ugyanezt a kodot! Képezziik az
u=0 1 1 O iizenethez tartozo kodszot, s tételezziik fel, hogy e kodszod elsd bitje

meghibasodik! Demonstraljuk a (tablazatos) hibajavitas folyamatat!

Megoldés:
A matrix baloldalan elhelyezkedd almatrix nem egységmatrix, tehat a kéd nem lehet

szisztematikus.

A matrix sorai mind kdédszavak, s legtobbjiik csak harom 1-es elemet tartalmaz (a sulyuk
3). E kodszavak tadvolsdga a csupa 0-t tartalmazo6 kodszotol (amely minden linedris kodnak
eleme) mindossze 3. Kovetkezésképpen e kéd minimalis tavolsdga sem lehet haromnal
nagyobb. Hogy nem is kisebb, ez csak akkor latszik, ha valamennyi kodszot eldallitjuk, s
kikeressiik koziilik a minimalis salyut. [Mivel ez linearis kéd, elegendd egy kivalasztott
kodszotol vald tavolsdgot vizsgédlni, ez pedig legegyszerlibb a csupa 0-t tartalmazo
kodszohoz képest tenni.] Az a kod, amelynek a kodtavolsaga 3, 2 hibat jelezni, 1 hibat
javitani tud.

A matrix két utolso sorat 6sszeadva a balodali egységmatrix létrehozhatdo €és ebbdl mar
konnyen megadhatjuk a paritasellendrzé matrixot:

1 000 O0O0T11 001 110060
/01000110 H_OIIOOIOO
1001 01 100 1 1000010
00011001 1 001 0001

Az u lizenethez tartoz6 kodszo:
cuy=u-G,=0 1 1 0 1 0 1 O.
A meghibasodott kodszo:
cue)=1 1 1 0 1 0 1 O.
Ezt szorozzuk a paritasellendrzé matrix transzponaltjaval, hogy eldallitsuk a szindromat:
s=¢-H'"=0 0 1 1.
Mar csak az lehet kérdés, melyik egyhibas hibavektornak ez a szindromaja. Természetesen

annak, amelynek az els eleme 1. Erdemes megfigyelni, hogy az a kéthibas hibavektor,
amelynek az utolso két eleme 1, ugyanezt a szindroémat szolgaltatja.

5.7. Hibajelzés polinomkoddal
Tekintsiik a (7,3) binaris polinomkddot, amelynek generatorpolinomja

g(xX)=x"+x"+x>+1!
Allapitsuk meg, ciklikus-e az a kod, amelyet ez a generatorpolinom allit eld! Kovessiik
végig a szisztematikus kod kodszavanak eldallitasat, feltéve, hogy az lizenetvektor

u=0 1 0!

Vizsgaljuk meg a hibajelzés folyamatat is, a kdédszd elsé bitjének meghibdsodasat
feltételezve!
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Megoldas:
A kod ciklikussaga tekintetében az a meghatarozo, hogy a generatorpolinom osztdja-e az

x’ +1 polinomnak, vagy sem. Az osztast elvégezve zérus a maradék (a hanyados

egyébként x’ +x” +1), tehat a kod ciklikus. Az {izenetvektornak megfelelé polinom
u(x)=x . [pontosabban: 0-x>+1-x"+0-x°]

A szisztematikus kodszavakat (koédpolinomokat) tgy képezziik, hogy a megfeleld

mértékben "fel"tolt (x"*-val megszorzott) iizenetpolinomot olyan fiiggelékkel egészitjiik

ki, amely biztositja, hogy az eredmény oszthatd legyen a generatorpolinommal. E fliggelék

természetesen

X" u(x)

g(x)
A szamolast elvégezve p(x)=0-x"+1-x> +1-x+1 adodik. Igy a keresett kodszo:

c=0 1 0 0 1 1 1.
Az elsé bitjében hibas kédszénak megfeleld polinom:
C(X)=x"+xX+x"+x+1.
Képezniink kell osztasi maradékat a generatorpolinommal, s ez most
s(x)=x"+x"+x#0.

A szindréma nem zéruspolinom, tehat tortént hiba.

p(x)=rem

5.8. Tomorités a gyakorlatban

A gyakorlatban alkalmazott tomoritd eljarasok masként miikodnek, de hatékonysagukat
aszimptotikusan esetiikben is a forrds entropidja hatdrozza meg. Ennek bizonyitasa nem tul
egyszerl, igy errél lemondunk, de az eljarasok alapotletét ismertetjiik.

Tekintsiik egy binaris forrds valamely hosszl, n bites lizenetét! Tordeljiik ezt az iizenetet
balrol jobbra haladva olyan szeletekre, amelyek valamelyik megeldz6 szelet és egyetlen
kovetd bit egylittesébdl allanak, és nem egyeznek meg egyik megeldzd szelettel sem! A
szeleteket a sorszamukkal jeldlve vilagos, hogy a dekodolds annyibdl fog allani, hogy az
1, 2, 3, stb. sorszdmu szeletekhez tartoz6 bitsorozatokat egymas utan masoljuk. Az egyes
szeleteknek megfeleld bitsorozatokat egy tablazat adja meg, amely megmondja, hogy az
egyes szeletek melyik szelet milyen bittel valo kiegészitéseként keletkezett. Maga a kddolt
iizenet tkp. éppen ez a tablazat. Az, hogy eképpen az {lizeneteinket tomoriteni lehet, azon
mulik, mekkora a tdblazat, hany szeletre tordelendd az iizenet. Legyen ez a szdm c(n)!
Ekkor a tablazat elemei Ild(c(n)) bites kodszavakkal azonosithatoak, illetve a tablazat
rovataiban Ild(c(n)) bittel egy korabbi szeletre, s egy bittel az aktualis fliggelékre

hivatkozunk. Osszesen tehat a tablazat rovataiban c(n)-(ld(c(n))+1) bit foglal helyet.

cre

c(m)-(ld(cm)+1)
n
ha az lizenetek hossza tart a végtelenhez.
Példa: tekintsiik a 00011100010001011110011010100010100000001 iizenetet!
Végezziik el a szeletelést, allitsuk elé a kodolt szoveget jelentd tablazatot!

2

Megoldés:
0[00[1]|11]|000[10/001]|01]111|0011]010]100/0101|0000]0001|
A tablazat:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 00 1 11 000 10 001 01 111 0011 010 100 0101 0000 0001
0,0 1,0 0,1 3,1 2,0 3,0 2,1 1,1 4,1 7,1 8,0 6,0 11,1 5,0 5,1
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A kodolt lizenet tkp. a tablazat harmadik sora. A gyakorlatban persze még meg kell oldani
néhany apro problémat (pl. hogyan lehet kitaldlni a kodolas elején, mekkora legyen a
szeletazonositd koddszavak mérete, mit tegyiink az utolsé szelettel, stb.), ezekre szamos
megoldas elképzelhetd.




