Infokommunikacié gyakorlatanyag 1. Mintavételezés, kvantalas

1. gyakorlat: Mintavételezés, kvantalas

0.1.1. Jel visszaallitasa egyenkozii mintainak sorozatabdl

Impulzusiizemben T idénként miikddtetett D/A atalakito és h(.) sulyfiiggvényl sziird
segitségével az x, ,k =0,£1,£2,...sorozatbdl az

X)=T-Y x,-h(t—kT)

jel allithato eld. E jel Fourier transzformaltja 1étezik, ha pl. a sorozat abszolut
0sszegezhetd, ¢és ekkor:

X()=T-H(f)-X,(f).
ahol az

X,(f)=) x e
k

fliggvényt a (minta)sorozat spektrumanak nevezziik. Ha a jel eldallitdsahoz
felhaszndlt sorozat elemei az x(.) analég jel T kozl (f, =1/T gyakorisdgdy,
frekvencidji) mintdi, azaz

x, =x(kT), k=0,x1,%2,..
akkor az x, = x(kT'), k=0,%1,%2,..mintasorozat spektruma kifejezheté az analog jel
Fourier transzformaltjaval, az analdg jel spektrumaval:

Xp(f)=%~ZX[f—i-%}=fs-ZX(f—i-fs)-

T reciproka a mintdk gyakorisdga, a mintavételi frekvencia. Lathato, hogy ekkor a
D/A atalakitoval és sziirvel eldallitott jel spektruma:

X(H=H() Y X =i f,).

Nevezziik F savunak azokat a jeleket, amelyek az F sdvon kivill nem
tartalmaznak spektralis komponenseket! Ezekre a jelekre tehat
X(f)=0,ha fe F.
Ha F =(-B,B), akkor B-re savhatarolt jelekrdl beszéliink.
Az azonos F savu jelek jol megvélasztott slirliségli mintdikbdl ugyanazzal a
rendszerrel (elvileg) hibamentesen visszadllithatéak. Ha ugyanis a mintavételi
frekvencia olyan, hogy

Viz0—ra X(f-i-f,)=0,ha feF, (*)
(azaz a sorozat spektruma atlapolasmentes) és a visszaallitd szlird atviteli fliggvénye:
LLha fe F
H(f)= :
0,ha fe F

akkor
Y X(f—k-f,)=X(f).hafeF
!
1évén X(f) = X (f) teljesiil, minden frekvenciara. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a

rendszer kimeneti jele ugyanaz, mint a bemeneti jel, tekintet nélkiil a sdvon beliili
komponensek nagysdg és fazisviszonyaira. Jellegzetes példaként a B sdvra hatdrolt
jeleket szoktdk emlegetni, ezeknél a (*) feltétel az f, 2 2B vdlasztdssal biztosithatd.
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0.1.2. Kvantalas, kvantalasi zaj

Az analdég jel mintdinak értékérdl az A/D 4atalakité rendszerint azonos hosszisagu
binaris kodszavak formdjaban ad tdjékoztatdst. Egyenletes 1épcsézésti kvantdlasnal
példaul az n bites kédszé megadja, hogy a minta értéke egy referenciaként szolgalo
egység (kvantalasi 1épcsd, A) hanyszorosdhoz van a legkdzelebb. A minta értékének
eléallitasa, reprodukcidja e kodszo alapjan torténik, s igy a D/A 4atalakité nem x,,

hanem X, = x, + €&, magassiagui impulzusokat szolgédltat. £, egyardnt lehet negativ és
pozitiv, de abszolut értéke legfeljebb A/2, e tartomdnyon beliil eloszldsat
egyenletesnek tekintjiikk. Varhaté értéke (atlagértéke) igy zérus, a szorasnégyzete
pedig A2/12. Ez az érték fiiggetlen attél, mekkora is az 4dbrdzolandé minta értéke.
Ugyanakkor az is igaz, hogy a korlatozott sz6hosszisdg miatt a viszonylag pontosan
abrdzolhaté mintdk nem lehetnek akdrmilyen nagyok. A jel csicstdl csdcsig vett
értéke legfeljebb
U, <A-2",
azaz legfeljebb félekkora, U, amplitid6ji szinuszos jel mintdi dbrdzolhatéak A

pontossaggal.
A kvantalasi hibakbol szarmazd zaj végsO soron azt eredményezi, hogy a
visszaallitott analog jel eltér az eredetitdl:
x(1) = x()+ (1),
s itt &(¢) azt az analég jelet jelenti, amely az €, mintdk hatdsdra keletkezne a

visszaallitdé sziir6 kimenetén. Az efféle hosszan tartd jelek is kiilonféle frekvenciaja
szinuszos-koszinuszos komponensekbdl allanak, noha Fourier integral forméjaban
nem irhatok fel. A kiilonféle frekvencidji szinuszos komponensek intenzitdsa ekkor
is jellemezhetd egy frekvenciafiiggvénnyel, ez az Gn. kétoldalas teljesitménystiriiség,
masként spektralis strtségfiiggvény. E fiiggvény integralja egy frekvenciasavra
éppen a savba esd szinuszos €és koszinuszos komponensek Osszteljesitményét adja
meg. A kvantalasbol szarmazdé zajjel spektralis stiriségfiiggvénye:
2
se() =S |H ()
f, 12

(A mintavételi frekvencia szerepét érdemes atgondolni. A D/A 4talakité szolgaltatta
impulzusok magassidga T-vel, energidja 7> =1/fs2 -el ardnyos, a jel teljesitménye
azonban fiigg az impulzusok slirliségétdl is, s ez a teljesitményt éppen f, ardnydban

noveli meg.) A kvantdlasi zaj Osszteljesitménye a visszaallito szlrd atviteli
fliggvényének ismeretében a teljes frekvenciatartomdnyra vett integraldssal
meghatdrozhat6. A visszadllitott jel mindségét gyakran a hasznos jel és a mellette
fellépd zaj teljesitményének viszonyaval lehet jellemezni. Fontos, hogy a kvatalasi
zaj teljesitménye fiiggetlen a feldolgozott jel nagysagatol, a jel viszont nem lehet tul
nagy. Jel-zaj viszony alatt ezért gyakran a legnagyobb, még torzitatlanul feldolgozott
jel teljesitményének és a zaj teljesitményének a viszonyat értik. Ha a jel maximadlis
amplitidoéjd, csucstényezdje c, a visszadllitd szilird B sdvszélessége pedig kisebb a
mintavételi frekvencia felénél, akkor ez a jel-zaj viszony
Up/e* 3 fo

T 2BAJ12f) < 2B
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P.1.1. A visszaallitas jellegzetes hibai, szivargas és aliasing

A mintasorozat spektrumdnak atlapoldsmentességét biztositando a mintavételezésnek
kitett jelet eleve szlirik. Ha ennek az un. antialiasing (bemend) sziirébnek nem elég
nagy a zardésdvi csillapitdsa, akkor a visszadllitds sordn - a szorosan vett atviteli
savon kiviili esetleges jelosszetevok kovetkeztében - Un. alias (4l) jelek
keletkezhetnek.

A visszaallitdo szlird zarosavi viselkedése lehet felelds a rekonstrudlt jelben
megjelend, az eredeti jel savjan kiviili, szivdrgo jelosszetevok megjelenéséért.

A bemend ¢és a kimend sziird ateresztésavja egyarant linearis torzitast okoz a
visszadllitott jelben.

Feladat:

Egy 8 kHz mintavételi frekvenciaval dolgozé mintavételezd rendszer bemend ¢és
kimend szilir6je azonos:

1 ha |f| <3 kHz
25-|f/2  ha3kHz <|f|<5kHz
001 ha SkHz <|f|<10kHz
0 egyébként

H,(f)=H,(f)=

A rendszer a 2 V amplitiddju, 1 kHz frekvenciaji szinuszos jelosszetevot - szivargd
komponensekt6l eltekintve - amplitidohelyesen viszi at. Hatarozzuk meg a szivargo
jelosszetevok amplitudéjat és frekvenciajat! Milyen jel keletkezik, ha a bemend jel
2 V amplitudoju, 4.5 kHz frekvencidju szinuszos jel?

Megoldas:

Az eredeti jel spektruma - még ha olyan elfajuld is, mint esetiinkben - a mintavételi
frekvencia harmonikusaival eltolédva hozza létre a mintasorozat spektrumdt. Igy a
mintasorozat spektruma az *n-8*1 kHz {frekvencidju harmonikus 0&sszeteviket
tartalmazza. E komponensek amplitudéja a kimend sztird el6tti ponton azonos. A
szlird megritkitja ezeket a jelosszetevOket: eliminalja mindazokat, amelyeknek a
frekvencidja 10 kHz-nél nagyobb (illetve —10 kHz-nél kisebb). Igy csak a +1 kHz és a
+8+1 kHz frekvenciaji harmonikus 0Osszetevok maradnak meg, az eldbbiek
csillapitatlanul, az utébbiak H(£8+t1) értékének megfelelden csillapitva. Végil is
tehdt elmondhatd, hogy a visszadllitott jelben 1 kHz, 7 kHz és 9 kHz frekvencidju
szinuszos OsszetevOk lesznek jelen, ha az els6 amplitadéja 2 V, akkor a tobbieké
0.02 V.

A masodik kérdés megvdlaszoldsdhoz figyelembe kell venniink, hogy ezt a
jelet (e jel mindkét harmonikus komponensét) a bemend sziird csillapitja (egy 0.25
értékli faktorral). A mintasorozat spektruma most *n-8+4.5 kHz frekvencidju
OsszetevOket tartalmaz, amelyek koziil a kimend szlird véges csillapitassal csak a %
4.5 kHz és a +(8-4.5)=%3.5 kHz frekvenciajuakat engedi at. Az elébbi 6sszetevékon
az erdsités 0.25, az utdbbiakon 0.75-szeres. Tehat az eredd jelnek két szinuszos
komponense lesz, a 3.5 kHz frekvencidju alias jel amplitudéja 0.375 V, mig a valddi
bemeneti jelnek megfeleld dsszetevd amplitiddja csak 0.125 V.
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P.1.2. A mintavételi frekvencia iigyes megvalasztasa

Egy stacionarius jel (egy 50 ohmos ellendllason mért fesziiltség) spektralis
surtiségfiiggvénye (a pozitiv frekvenciadk tartoméanyéban) altaldban zérus, kivéve a 0-
3 kHz és a 7-8 kHz sdvot, ahol értéke ugyanaz az dllandé.

a) Hogyan viselkedik a jel spektralis stirliségfiiggvénye a negativ frekvencidkon?

b) Hatarozza meg a jel spektralis stirliségét (azokon a frekvencidkon, ahol nem
zérus), ha tudja, hogy a jel teljesitménye 0.2 mW!

¢) Milyen frekvenciaval kell ebbdl a jelb6l mintdkat venni ahhoz, hogy a mintdkbol a
jel tokéletesen visszaallithatd legyen? Hatdrozza meg az 0Osszes sz0bajovo
frekvenciat, és adja meg a visszaallitdshoz alkalmazand6 szlrd(ke)t!

Megoldas:

a) A jel spektralis slriségfiiggvénye paros fiiggvény, hiszen kétoldalas
teljesitménystliriiségrél van szo.
b) A spektrélis stirliségfliggvény integralja ("teriilete") a jel teljesitménye, ebbol
sO:Pje,/(2~Bm):0.2/(2-4):25,LLW/kHz.
Tekintettel arra, hogy a jel teljesitményét és effektiv értékének négyzetét a
Pje,:Uz/R reldci6  Osszekapcsolja, olykor célszeri a teljesitménysiiriiséget
“fesziiltségnégyzet” stirliséggé alakitani. Ekkor:
s, =50-25 Q- uW /kHz =1250 (mV )* [kHz
¢) f,=22-8=16kHz felett minden mintavételi frekvencia megfeleld, s ekkor a
visszaallitdshoz 8 kHz hatarfrekvencidji (sot: f,/2 hatarfrekvenciaju) alulateresztd
szliré megteleld.
Némi gondolkoddssal (s a spektrum "tologatdsdval") beldthaté, hogy a
11 kHz < f, <14 kHz intervallumba esé mintavételi frekvencidk esetében sem jon létre
a spektrum "atlapoldddsa", s igy a mintasorozat spektrumabdl az analdg jelhez
illeszkedd ateresztosavi szlirdvel az analdég jel komponensei (és csakis azok)
"kivédlogathatdak".

P.1.3. Nem alapsavi jel mintavételezése, a tiillmintavételezés hatasa

Egy valds értékt jel a 19 kHz és a 25 kHz kozotti sdvon kiviil nem tartalmaz
komponenseket. Ezt a jelet digitalizaljuk, egy digitalis jelfeldolgoz6 processzorral
tovabbi miveleteket végziink rajta, majd a jelet mintdibol visszaallitjuk.

a) Mi az a legkisebb mintavételi frekvencia, amelynél még (legalabb elvileg)
biztosithat6 a jel tokéletes visszadllitasa?

b) Hiany dB-vel javulna a visszadllitds uténi jel-zaj viszony, ha az el6z6 pontban
szamitott minimdlis mintavételi frekvencia helyett a hatdrfrekvencia kétszeresével,
azaz 50 kHz-el vennénk mintat, a digitalizdlashoz pedig ugyanazt a kvantdlot, a
visszaallitashoz ugyanazt a szlir6t alkalmaznok?

Megoldas:

a) A jel (egyoldalas) sdvszélessége csak 6 kHz, s ez hdromszor is elfér a 0-19 kHz
kozotti  tartomdnyban. Erdemes tehat a kisérletezést 12 kHz-s mintavételi
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frekvencidval kezdeni. Az F =(-25,-19)u(9,25) tartomdny 12 kHz-vel jobbra
eltolva az F, =(-13,-7)u(31,37), 24 kHz-vel eltolva az F, =(-1,5)u (43, 49)
tartomanyba képzddik le, a 36 kHz-es eltolds az F;=(11,17)U(55,61) sdvot
eredményezi. Ezekkel nincs is baj, kellemetlenséget a 48 kHz-vel eltolt spektrdlis
komponensek okoznak. Az F, =(23,29)uU(67,73) sdv alsé szegélye ugyanis
atlapolédik F fels6 szegélyével. Azonnal latszik, ezt a problémat megoldja, ha a
mintavételi frekvencidt kicsit nagyobbra, 12.5 kHz-re valasztjuk. Ekkor F, alsé
hatdra éppen —25+4-12.5=25 kHz, igy itt atlapoldédas nincs. Ellendrizniink kell
viszont, nem okoz-e tlapoldst F, als6 sdvjanak felsd szegélye. Orommel vehetjiik

észre, hogy nincs baj, hiszen —-19+3-12.5=18.5 kHz kisebb, mint 19 kHz.
Ugyanakkor azt is észrevehetjiilk, hogy nagyobb mintavételi frekvencidt csak
moédjaval alkalmazhatunk, legfeljebb 38/3=12.67 kHz-ig lehet gardzdédlkodni.
Erdemes is, hiszen a visszaallité szlir6 most savsziird, s csak akkor valdsithatd meg,
ha az ateresztd €s a zardsavja kozott véges szélességli atmeneti tartomany is van.

b) A jel-zaj viszonyt harom tényez0 szorzata szolgaltatta. Az atalakitok szohossza
nem valtozik, a jel cstcstényezdje is azonos mindkét esetben (ha a jel szinuszos
volna, akkor a szorzotényez06 3/2 lenne, gyakran igy taldlkozunk ezzel a képlettel). A
harmadik tényezd a mintavételi frekvencia és a visszadllito sziird ,effektiv’ (és
dupla) savszélességének a hanyadosa. Ha a szlird mindkét esetben ugyanaz, akkor a
jel-zaj viszony megvaltozasa kizarolag az eltérd mintavételi frekvencidk
kovetkezménye. Ezek ardnya viszont kozel 4, pontosabban 150/38 és 4 kozé esik, az
a) feladatrészben meghatarozott mintavételi frekvencia értékétdl fliggden.

P.1.4. A talmintavételezés ligyes megvaldsitasa

A tulmintavételezés javithatja a visszaallitott jel mindségét, rdadasul a visszaallito
szlirdvel szemben tamasztott kdvetelmények is enyhithetéek (szélesebb lehet a szilird
dtmeneti tartomdnya). Ugyanakkor a tilmintavételezés sokba keriil, a tobb minta tobb
tarteriiletet, nagyobb datviteli sebességet igényel. Ezen a problémadn lehet enyhiteni,
legaldbbis egyes alkalmazdsokban. Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre dllnak egy jel
ritka, &m pontos mintdi (azaz a felvétel nagyon pontos A/D atalakitéval késziilt), &m
a jel visszadllitdsdhoz rendelkezésiinkre 4all6 rendszer D/A 4talakit6ja korldatozott
pontossagu, pl. n bites. A visszaallitott jel hliségét nyilvan a D/A atalakitéo fogja
meghatarozni. Megtehetjiik, hogy a pontos, ritka mintdk alapjdn szdmitdstechnikai
eljarassal (,,jelfeldolgozassal”) a jel tovabbi, az eredeti mintavételi idépontok kozé
es0 mintait is meghatarozzuk. Ha a szamitasi modszer jo, akkor ezek az értékek
pontosak, felhasznalhatoak a D/A atalakitd siiribb vezérlésére, s a visszaallitott jel
mindsége a tulmintavételezés mértékének megfelelden javul, anélkiil, hogy tobb
tarolt mintara (az A/D atalakitd szaporabb miikkodtetésére) lenne szilikség.

Feladat:
A 15 kHz savszélességli jelet 44 kHz frekvencidval mintavételezziik, s a mintdkat 20

bites kddszavakkal dbrdzoljuk. A visszadllité rendszerben a D/A atalakité 16 bites, a
visszaallitd sziird pedig idealis alulateresztonek tekintendd.
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a) Mekkora lehet az elérhetd jel-zaj viszony javulds, ha a visszadllitast négyszeres
stirliségl (interpoldlt) mintakkal végezziik?

b) Mire szamithatunk, ha a visszaallito szlir6 15 kHz torésponti frekvenciaju els6fokt
alulatereszt4?

Megoldas:

a) Noha tudjuk, hogy a széban forgé jel nem szinuszos, s ezért a teljesitménye nem a
csucsérték négyzetének a fele (anndl sokkal kisebb), mégis — afféle hivatkozasi

alapként — haszndlhatjuk a szinuszos jelekre vonatkozé (c¢*=2) eredményt.

Eredetileg tehét
_3 A e
2 215
volna a visszaallitott jel mindségét jellemzd adat. Négyszeres tulmintavételezésnél a
szorzat masodik tényezdje valtozik, ekkor tehat:
SNR =224 5216 5 10,1057 aB
2 215
A négyszeres tdlmintavételezésnek ugyanaz a hatdsa, mintha a D/A széméretét egy
bittel noveltiik volna.

SNR = kb.99.7 dB

b) 44 kHz mintavételi frekvencia esetén a visszadllitott jelben szdmottevéen nagy,
szivargd Osszetevok is megjelennek. Még ha az eredeti jelben nincsenek is 15 kHz-
nél nagyobb frekvencidju komponensek, a szivargd sav alsé hatdra elég alacsonyan
van (44-15=29kHz), s itt a szird még alig csillapit. Magukat a szivargd
komponenseket ugyan nem halljuk (ha egyaltaldn hangjelrél van szd), am ezek a
termékek az eredeti jel alakitgatdsdra szant elektronikus szerkezetekben (pl. egy
teljesitményerdsitd) a legvaltozatosabb zavarokat idézhetik eld. Ha a mintavételi (itt
most: mintaszolgdltatdsi) frekvencia négyszeres, akkor a legkisebb szivargd
jelkomponens frekvencidja 4-44—-15=161kHz, itt mar az elséfoku szird is kb.

20 dB-t csillapit (azért ez sem tul sok).
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G.1.1. Gyakorlo6 feladat

Egy 8 kHz mintavételi frekvenciaval miikodo PCM rendszer bemeneti és kimeneti
szirdje a zarotartomanyban 40 dB csillapitdsdi. A rendszer a 0.3-3.4 kHz atviteli
savban lényegében tokéletes, alakhii atvitelt biztosit. Igy a rendszer bemenetére
adott, 2 V amplitdddji, 1.8 kHz frekvencidjii szinuszos jel hatasara a kimend jel
1.8 kHz-s 0sszetevOje ugyancsak 2 V amplitddéju lesz.

a) Mekkora a kimend jel 6.2 kHz frekvenciaju 6sszetevdjének az amplitidoja?

¢) Milyen frekvenciaju komponensek jelen(het)nek meg a kimeneten, ha a bemend jel
amplitadéjat noveljik?

G.1.2. Gyakorloé feladat

20 kHz frekvencidval mintavételeziink. A mintdkat hibamentes digitdlis csatorndn
tovabbitjuk, majd 20 kHz frekvencidval adjuk egy D/A atalakit6 bemenetére. A
a) Ekvivalens-e a fenti rendszer kimenete azzal az esettel, ha a be- és kimeneti sziird
is 4 kHz hatarfrekvenciaju idealis aluldteresztd, a mintavételi frekvencia pedig a ki-
és bemeneti oldalon egyarant 10 kHz?

b) Indokolja meg, miért célszeri a minél nagyobb mintavételi frekvencia
alkalmazdsa!

G.1.3. Gyakorlé feladat

Egy mintavételes rendszer bemeneti és kimeneti szlir6je egy olyan alulateresztd
szlir6, amely 4500 Hz-ig 1ényegében tokéletes, alakhii atvitelt biztosit, majd egy 500
Hz-es atmeneti tartomanyt kovetden a csillapitdsa 40 dB.

a) Mekkora legyen a mintavételi frekvencia ahhoz, hogy a kimeneti aliased
jelosszetevok szintje biztosan legaldbb 40 dB-vel kisebb legyen a hasznos
jelosszetevok szintjénél?

b) Milyen frekvenciaju jel jelenik meg a rendszer kimenetén, ha a bemend szinuszos
jel frekvencidja 4.72 kHz, feltéve, hogy a mintavételi frekvencia 9 kHz ?

G.1.4. Gyakorlo feladat

Egy analég bemenetli, analég kimenetli, am beliil digitalis jelfeldolgozassal miikodd
rendszert szinuszos mérdjellel vizsgalunk. A 4 V amplitidéji, 3.4 kHz frekvencidju
mérdjel hatasara a rendszer kimenetén egy 3 V amplitidéju, 3.4 kHz frekvencidji
komponens mellett megjelenik egy 0.06 V amplitadéja 11.4 kHz és egy ugyanekkora,
18.2 kHz kHz frekvenciaju jelosszetevd. Ugyanezt a rendszert 4 V amplitidéja,
11.4 kHz frekvenciaju jellel mérve a kimeneti jel 3.4 kHz frekvencidju komponense
15 mV amplitidéju.

a) Mekkora lehet a mintavételi frekvencia?

b) Mekkora lesz a kimeneti jel 11.4 kHz frekvenciaju 6ssztevdje, amikor a rendszert
4 V amplitudéju, 11.4 kHz frekvenciaju jellel mérjik?
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